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MODERNE AKTUARSKE MODELY V POISTOVNICTVE!

Abstract: The paper contains designing and utilisation of actuarial models
in health and sickness insurance (sickness benefits and lump sum). A continuous
general time model enables to consider a wide range of various conditions when
creating the offer of health and sickness insurance products. That is why some
calculations for continuous annuities within multi-level modelling are illustrated in
this paper. Some of the many approaches that can be used for these calculations
are multiple-state and decrement models. Their advantage is that they make use of
stochastic approach for the transitions between the states. This brings with it a more
faithful modelling of the real world than do the deterministic models.
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Uvod

Doleziti ulohu pri vytvarani socidlneho prostredia v kazdej krajine maju
subjektivne ¢initele a z nich najmé zdravotné uvedomenie ¢loveka. Zdravie a choroba
su zékladné kategorie socidlneho lekarstva. St rdzne pristupy k ujasiiovaniu tychto
pojmov. Vychadzat’ pritom musime so sistavného vzajomného pdsobenia organizmu
a prostredia. Pri definicii vychadzame z toho, Ze zdravie a choroba predstavuju
dynamicky proces, ktory prebieha v integralnom systéme — ¢lovek a prostredie.

Zdravie je vyrazom rovnovahy, choroba vyrazom naru$enia rovnovahy medzi
organizmom a prostredim. Choroba je potencial vlastnosti organizmu, ktoré
obmedzuju jeho moznosti vyrovnat’ sa pocas zivota s urCitymi narokmi pésobenim
vnutorného a vonkajsieho prostredia bez porusenia zivotnych funkcii.

Ochrana zdravia je sthr opatreni spocivajucich v predchadzani vzniku, Sirenia
a v obmedzovani vyskytu ochoreni a inych portch zdravia, v zlepSovani zdravia

'Stat’ je vystupom rieSenia vedeckého projektu VEGA 1/0169/10 ,,Aktuarske modely v oblasti socidlno-
ekonomickych procesov v krajinach Eurdpskej unie®.
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prostrednictvom starostlivosti o zdravé zivotné podmienky, pracovné podmienky
a vo vykone Statneho zdravotného dozoru. Zdravie a zdravotny stav obyvatel'stva
su socialno-biologické procesy, ktoré na jednej strane urcuju predovsetkym
spolocenské faktory, a na druhej strane samy osebe spétne ovplyviiuju charakter
a povahu tychto faktorov. Zdravie populacie i jedinca mozno charakterizovat’ troma
druhmi ukazovatel'ov:

- hodnoty reprodukcie obyvatel'stva, prirodzeny prirastok a stredna dizka Zivota,

- antropometricka Statistika (dusevny a telesny vyvoj populacie),

- sledovanie ekonomického rastu, ktory nesmie byt na tkor zdravia.

Socialnoekonomicky vyznam zdravia v celkovom spolocenskom procese
modzeme konkrétnejsie hodnotit’ na zaklade jeho negativnych prejavov. Reprodukcia
pracovne;j sily je uz dnes nemyslite'na bez zdravotnej starostlivosti, ktora predstavuje
coraz vyraznejsi faktor ekonomického rastu spolocnosti. Naklady na starostlivost’
o zdravie predstavuju nepriame investicie do celkového rozvoja spolo¢nosti.

Zdravotnictvo, zdravotné a nemocenské poistenie mézeme chapat’ ako subor
institicii, zariadeni, ich materialno-technické vybavenie, réznych pracovnikov,
aktuarov a ich ¢innosti, ktoré vychadzaju z najnovsich poznatkov lekarskej vedy,
S0 zameranim na rozvoj a ochranu, resp. navratenie individualneho a kolektivneho
zdravia a liecbu chordb s cielom zabezpecit' priaznivy biologicky a socialno-
ekonomicky vyvoj obyvatel'stva. V oblasti aktuarskych vypocétov je prispevok
zamerany na najmodernejSie matematické modely.

1 Moderné PHI poistky

V sucasnosti mozno pozorovat narastajuci trend vyuzitia roznych matematickych
aparatov aktudrmi v nemocenskom a zdravotnom poisteni. Na tomto mieste
chceme spomenut’ Stidium viacstavovych modelov, ktoré vyuziva PHI (Permanent
Health Insurance) vo Velkej Britanii. PHI poistky su navrhované na poskytovanie
tyzdennych alebo mesa¢nych davok poistencovi. Tato poistka by mala rozliSovat’
medzi praceneschopnostou osoby v normalnom zamestnani a jeho neschopnosti
zucastnit’ sa na akomkol'vek zamestnani.? PHI poistky obyc¢ajne zahrnuju obdobie
odkladu, takze davka sa vyplaca az po istom ¢ase po uzatvoreni poistnej zmluvy
a su zvycajne uskutocnené na doplnenie nemocenskych davok poskytovanych
od zamestnavatela alebo davok platenych staitom [1]. Ak poistovacia spolo¢nost’
formalne ponukla poskytovat’ potrebné krytie a prvé poistné bolo zaplatené,
spolo¢nost’ nemdze zrusit' poistku dovtedy, kym majitel’ poistky dodrzuje podmienky
poistky (odtial’i nazov tohto poistenia— Permanent Health Insurance, ¢o v doslovnom
preklade znamena trvalé zdravotné poistenie). Pri najbeznejSom type PHI poistky sa
tyzdenné alebo mesacné davky zacinaju vyplacat’ majitelom poistky, ak bol chory

2Narok poisteného na poberanie invalidného déchodku.
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dlhsie ako obdobie odkladu uréené v poistnej zmluve. Pokracuje sa vo vyplacani
davok dovtedy, kym sa majitel’ poistky neuzdravi (alebo nezomrie) do veku, ked’
termin poistky kon¢i. Ak v poistnej zmluve nie je stanovené ina¢, PHI poistka sa
zvycCajne kon¢i dosiahnutim déchodkového veku majitela PHI poistky. Pretoze
poistovatel nemdze zrusit' poistku, majitel’ poistky, ktory je chory trvalo alebo
na neurcito, bude dostavat’ davky stale, ale casom mensie, aby sa dala finan¢na
pohntitka majitelovi poistky vratit’ sa do plnozarobkového zamestnania, pokial’ to
bude mozné.

Budeme sa venovat’ vyuzitiu matematickych modelov a viacstavovych Struktur
v nemocenskom poisteni. Preto ilustrujeme niektoré vypocty pre spojité anuity
v ramci viasctavového modelovania. Budeme uvazovat zakladni poistku
nemocenského poistenia pre osobu vo veku x rokov so spojitou anuitou platenou v
Case dt intervalu (¢, t + df), ked poisteny Clen je chory.

Vyraz S(x + ¢) oznacuje nahodny stav poisteného vo veku x + ¢ pre l'ubovol'né ¢,
t> 0. Jednotlivé mozné stavy S(x + ) su:

- aktivny, zdravy,

- (i) chory, invalidny,

- (d) mrtvy.

Napriklad vyraz S(x + #) = a znamena, Ze poisteny je v stave (a) vo veku x + 7.
Predpokladajme S(x) = a, teda poisteny ¢len je zdravy na zaliatku poistenia
a ochorie v ¢asovom intervale (z, ¢ + df). Pritomnt hodnotu nemocenskych davok,
ktoré dostava chory ¢len, ozna¢ime nadhodnou premennou.

Y, =T[S(x+t)=i| S(x) = a]v'dt (1)

kde [S(x+t)=i\ S(x)=a] vyjadruje udalost’ S(x + 7) =i za podmienky S(x) = a.
Teraz zavedieme veli¢inu

cD(x, t): P[S(x+t) =1 |S(x) = a] 2)

Potom jednorazové netto poistné a “ je definované ako strednd hodnota ndhodne;
premennej Y (podla [4]):

s =E(Y)=[d(x v d 3)

kde v je diskontny faktor, odurocitel’.

Nemocenské davky sa zvy€ajne vyplacaja za urcitych prisnych podmienok. Preto
sa zavadza dalSia veli¢ina @ (x, 7), ktora vyjadruje pravdepodobnost’, Ze poisteny
¢len, zdravy vo veku x, sa stal praceneschopnym a nemocenské davky sa mu
vypléacaju vo veku x + ¢ v stilade s podmienkami poistky, priCom plati:

502
ISSN 0323-262X ISSUE 4, CISLO 4/2010



EKONOMICKE ROZHCADY/ECONOMIC REVIEW  VOLUME, ROCNIK 39./2010
" (x, 1) <D (x, 1).

Budeme uvazovat najddlezitejSie parametre na ur¢ovanie podmienok danej
poistky, potom mnoZzinu podmienok oznacime: /" = [ LN, f,om, r], kde
(n,, n,) oznaCuje poistné obdobie, pricom mdZze nastat’ pripad n, = ¢ — Cakacie
obdobie pre novych vstupujucich ¢lenov, ktori by ziadali okamzité vyplacanie
nemocenskych davok a n, =n - cel€ poistné obdobie,

f obdobie odkladu vyplacania nemocenskych davok (obycajne prvy tyzdeti choroby),
m maximalny pocet rokov, kedy sa vyplacaju nemocenské davky,

r lehota ukoncenia poistky, napr. nemocenské davky sa prestavaju vyplacat’, ak ¢len
dosiahne dochodkovy vek & , potom » =& —x.

Napriklad dostavame: ®0n0==lix, )= & (x, f)
Plono=aliy £y = (x, 1), ak t < n

V takomto pripade jednorazové netto poistné pre ®@0=rl(x, ) bude

70 — J'cp[o’"vowl(x, )v'de = j@(x, Ovide  (4)
0 0

x:n‘

Poznamka. Spojita anuita pre osobu vo veku x rokov platena » rokov sa v aktuarskej
praxi oznacuje ﬁx';‘ (pozri [3]).

2 Diferencialne rovnice v poistnej praxi

Nech stochasticky proces [S(x + 7); £ >0] je Gasovy nehomogénny Markovov
retazec pre spojity ¢as®. To znamena, ze predpokladame

P[S(J’,,):hn S(yﬂ—l):hn—l/\S(yn—Z):hn—2/\ /\S(yl)hl]:

P[S(yn) :hn S(yn—l) :hn—l

prekazdé n, h, .., h,y, ...y,

Pravdepodobnost’ prechodu teraz oznacime , pf*h , teda

P8 =PlS(y+u)=h|S()=¢] h=aid g=ai

Potom jednotlivé intenzity prechodu sa definuju ako

gh
u?(y)=tim P h=aid g=ai h#g (5

t—0" ¢

’Diferencialne rovnice v poistnej praxi najde ¢itatel’ podrobne skonstruované v [5].
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Tieto limity predpokladaju existenciu zavislej veli¢iny y a intenzity si integrovatel’-

né podla tejto veliciny.
Teraz sa budeme zaoberat’ pravdepodobnost’ami

,pﬁfh = P[S(y+u)=h preV u E(O,t)‘ S(y) =h], h=a,i.
Takéto pravdepodobnosti prechodu vyhovuju Chapman-Kolmogorovej rovnici,

preto ) ) y

gh __ 8k d . .

Py = Z Py Dy h=aid g=ali,
k=a,i

teda pre pravdepodobnosti , p! jednoducho dostavame

Rho_ b h -,
tpy - pr [7'[py+z" h a’ l'

Diferencidlna rovnica pre pravdepodobnosti prechodu , p;Lh bude mat’ tvar:

d . o
== L (4 )+ 1 (4 )]+ p% i (y+1) (6)
alebo:
d ai ai ia id aa ai
= L (s )+ 1 ()] + o2 i (y+1), )
d ad aa ad ai id
b= )+ (). )

3 Dalsie predpoklady pre aktuarske vypocty

V aktuarskych vypoctoch sa taktiez ¢asto pouzivaji pravdepodobnosti:

rp;"(r)=P[S(y+u)=ipre Vu€(t—r,t)| S(y)za] (OSz'St)

-7
Pre 0<7r<¢plati ,pf(r)= jup;“ p(y+u) ppidu,
0

¢o by sme l'ahko priamo dokazali (pozri [2]).
Predchadzajuci Markovov model predpoklada, Ze intenzity prechodu zavisia len

od stavu vo veku y. Redlnejsi a ovel'a komplikovanejsi je model s predpokladmi:
(o) niektoré intenzity prechodu zavisia od veku x, ked’ bola poistka vydana,
(B) niektoré intenzity prechodu (a prislusné pravdepodobnosti) zavisia od dlzky

zotrvania v jednom stave,
(v) niektoré intenzity prechodu (a pravdepodobnosti) zavisia od celkovej dlzky

zotrvania v stavoch (a) a (i) od zacCiatku poistenia.
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Predpoklad («) vyZaduje pouzitie selekénych intenzit prechodu (dizka zotrvania
v stave v zavislosti od zaciatku prechodu). Predpoklad (B) sa tyka hlavne intenzity
prechodu zo stavu (i) a vyzaduje zaciatocné selekéné intenzity prechodu (zavislost
od dizky zotrvania v jednom stave). Napokon, predpoklad (y) je vyznamny pri
uréovani priebehu choroby poistenej osoby. Tieto predpoklady zavislosti znac¢ne
komplikuju aktuarske modely. Prijatelny je model, v ktorom uvazujeme len ()
predpoklad, samozrejme pri obmedzeni intenzit prechodu zo stavu (i), t. j. intenzity
uzdravenia (i— a) a intenzity Gmrtnosti pre chorych (i — d). Vlastnosti markovov-
skych procesov sa v8ak tym stracaju. Vo vSeobecnosti mozno ukazat’, Ze predpoklad
(B) vedie k Semi-Markovovej §trukture {S(x + #); > 0}.

Davka v nemocenskom poisteni je vlastne starostlivost’ o poistent osobu, ktora
nemdze byt ekonomicky aktivna v pripade choroby alebo trazu (chronické alebo
dlhodobé ochorenia). VysSie uvedené poistenie poskytuje davky ako urcit
kompenzaciu prijmu pre starSiu generaciu, ktora potrebuje oSetrovatel'skil
a nemocni¢nu starostlivost. V takychto pripadoch nemocenské davky st rozne,
napriklad nasledujuce produkty urcitej poistovacej spolo¢nosti:

- zékladna individualna poistka, ktora poskytuje fixni sumu v pripade ochorenia
(velkost’ vyplacanej davky moze byt definovana ako funkcia v zavislosti od vaznosti
ochorenia),

- zvySené davky — pre starSich l'udi, ktori potrebuju oSetrovatel'skii domacu
sluzbu alebo staly pobyt v zdravotnickom zariadeni, tieto davky sa porovnavaju so
Standardnymi anuitami danej poistovacej spolo¢nosti pri uvazovani vyssej mortality,

- klasické metody obsahujice mesaéne vyplacané dozivotné dochodky vo vyske
2 % poistnej sumy, s dodato¢nou zarukou vyplacania déchodkov, ak choroba pre-
siahne obdobie 50 mesiacov (podla [5]),

- zvySené penzijné davky — tento poistny produkt ponukaju zivotné poistovne
v krajinach EU ako kombinéciu klasického déchodku v déchodkovom veku spolu
s priplatkom v pripade ochorenia ako urcity typ nemocenskej davky — ¢asto dochadza
k redukcii pdvodnej vysky vyplacaného doéchodku [1].

V takychto pripadoch sa predpoklada vyplacanie fixnej hodnoty anuity.

4 Zovseobecneny spojity model

V tejto Casti sa pokusime zovSeobecnit’ jednotlivé uvedené modely a vytvorit’
novy, vSeobecny model, ktory by zahrnal vsetky Specifické kritérid jednotlivych
typov nemocenského poistenia. Budeme uvazovat’ zékladna poistku nemocenského
poistenia pre osobu vo veku x rokov. V pripade ochorenia sa z tejto poistky bude
vyplacat’ prislusna nemocenska davka, pokial sa ¢len neuzdravi alebo nezomrie.
Pritomnt hodnotu tejto nemocenskej davky oznac¢ime podla (1):

¥, = [[S(r+)=i/5(x)=al'dr.
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Choroba sa vSak moze vratit, pripadne poisten¢ho Clena za nejaky ¢as postihne
iné ochorenie. Aby sme zohl'adnili tuto vSeobecnejsiu a v praxi aktualnejsiu situa-
ciu, budeme predpokladat’, Zze poisteny ¢len ochorie niekol’kokrat a kazdé ochorenie
trva urcity Cas, pokial’ opat’ nevyzdravie. Nech M je ndhodny pocet ochoreni, potom
nahodna premennad Yx bude mat’ tvar:

M
Y, :Zvn 7D, » ak M>1 | )
=
pricom:
x + T, — nadhodny vek prvého ochorenia poisteného ¢lena,
D, — lehota trvania tohto prvého ochorenia,
x + T, — nadhodny vek poisteného Clena, ked’ druhy raz ochorie,
D,  — lehota trvania druhej choroby

..... atd’.
Pozndmka. Aktuarsky symbolm‘ a_oznacuje spojiti anuitu odloZzeni o m rokov, t. j.
vyplacanie sa zacne v (x + m)-tom roku veku.

Takto zostrojeny model predpokladd uzdravenie z daného ochorenia oproti
modelom, ktory tento predpoklad nemaju (DDI model rozobera niektoré neliecitelné
choroby, preto intenzita prechodu zo stavu chorych do stavu zdravych neexistuje
[2D).

Pre zrozumitelnost' a lepsiu prehl'adnost’ dalSich vypoctov zadefinujeme
nasledujucu ndhodnt premennu N(x, T):
M
D h
N, (x, T ]) =

pre M >1 (10)

1
Z tvaru tejto novej nadhodnej premennej vidime, ze N(x, T,) vyjadruje nahodny
Cas, pocas ktorého osoba vo veku x je chord a pobera urcité nemocenské davky, pri-
¢om prve ochorenie vzniklo v ¢ase T,. Potom analogicky ako (9) méZeme vytvorit
veli¢inu Z
: e
Zy=v Ay, ) 1n

pre ktort plati: Z >V .
Z tohto zrejme vyplyva: E(Z)>E (Y) (12)
Tuto nerovnost’ lepSie vidime na nasledujicom diagrame.
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0 T, T,+D, T, Ty+D, T; T5+Ds
| | | | |

YX:

Z)(Z

|
0 T, T1+D;+Dy+D3

N(X,Tl)

Potom podra (3) jednorazové netto poistné moze byt vyjadrené ako:

a/'=E()
a pouzitim aproximacie jednorazové netto poistné bude mat’ tvar:
a"=EZ) = J- LD (x+ uv'Ea, . )du (13)
0

Ak strednt hodnotu nahodnej premennej N(x, u) ozna¢ime n(x, u) = E[N(x, u)],
potom podobne ako vo vzt'ahu (12) bude platit’
an()c,u) >E[aN(x,u)]

a vzorec (13) bude upraveny

a’ =, ptu” (x+un'a,,, du. (14)
0
Na takto upraveny vypocet aktudr potrebuje tieto udaje:
- pravdepodobnost’ zotrvania v stave (a), t. j. pravdepodobnost’, Ze poistena osoba
zostane zdrava (, p%*),
- pravdepodobnost’ ochorenia, resp. intenzitu chorobnosti podla (5) - u* (x+u),
- ocakavany cas trvania skimanej choroby n(x, u) ako funkciu premennej u.
Vzorec (14) mdzeme upravit, pouzijeme pritom vztahy (2) a (3) a zohl'adnime
existenciu pravdepodobnosti zotrvania v stave (a):

PO +u)=, peu(x+u)

Takto upravena funkcia vyjadruje pravdepodobnost’, Ze prvé ochorenie nastalo
medzi vekom x + # a x + u + du. Z toho vyplyva:

D(x) =T @ (x+u)du.
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A nakoniec mozeme zadefinovat hustotu pravdepodobnosti pre nahodnu
premennu, resp. ndhodny ¢as 7':

Y(x,u)= % .

Potom jednorazové netto poistné (14) bude mat’ tvar:
@ = ®@ [W0ru) V'@, du.
0

Samozrejme hodnoty ®(x) si odhadované podla poctu osdb, ktoré vo veku x
poberaju nemocenské davky na zaklade ochorenia, pripadne podla aktuarskych
odhadov a predpokladov poctu ochoreni okolo veku x. Hodnoty funkcie W(x,u)
aktuar moze odhadovat’ na zéklade distribu¢nej funkcie vzh'adom na prvé ochorenie
v Case T,. Z tohto nového modelu a na zaklade sktsenosti v oblasti nemocenského
poistenia vidime, ze aktuar musi pouzit’ vhodny matematicky aparat na dobry odhad
nakladov na poskytovanie sl'ibenych nemocenskych davok a taktiez dobry odhad
na rozsah vsetkych poistnych udalosti (ochoreni) v poistovacej spoloc¢nosti.

Zaver

Choroba je ndhodna udalost’ a jej definicia zavisi od poziadaviek a podmienok
poskytovatel'a davok. Ked’ mame na mysli chorobu, uvazujeme o chorom v sulade
s poziadavkami poistnej zmluvy. Narokovatel musi poskytnut’” dokaz o chorobe
a spravidla byva vySetreny lekarom prislusnej poistovacej spolo¢nosti skor, ako sa
odsuhlasi, ze nemocenské davky sa maju vyplacat. Na ochranu proti zneuzivaniu
vyhod vyplacanim nemocenskych davok poistovacie spolo¢nosti vyuzivaju tzv.
Cakacie obdobie (waiting period) pre novych vstupujicich ¢lenov. Ustanovenia
poistnej zmluvy zvycajne uréuju dané Cakacie obdobie spravidla 1 rok, pocas ktorého
novi Clenovia platia prislusné poistné skor, ako sa stani opravneni ziskat' narok
na vyplacanie nemocenskych davok. V ¢lanku uvadzame i pojem obdobie odkladu
(deferred period), ¢o znamena, ze nemocenské davky neza¢nu byt vyplacané, pokial
poistenec nie je chory dlhsie ako toto obdobie. Kombinacia ¢akacieho obdobia
a obdobia odkladu spolu s prisnost'ou definicie choroba ovplyvni velkost anuity,
ktort je potrebné vyplatit. Medzi r6znymi poistovacimi spolo¢nostami je zatial
vel'ky rozdiel v urcovani vSetkych tychto podmienok. Pri ich zohl'adiiovani treba
zvazit, aky matematicky aparat mozno pouzit’. Preto zaverom ¢lanku uvadzame také
vypocty, ktoré su aplikovatelné na naSom poistnom trhu pre nemocenské poistenie.
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