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KONSTRUKCIA OPTIMALNEHO PORTFOLIA
SO STANOVENYM KONSTANTNYM VYNOSOM'
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Construction of Optimal Portfolio
with Determined Constant Yield

Abstract: The practical application of the portfolio theory model apparatus
depends, apart from mathematical and statistical tools as in particular linear
algebra, correlation analysis and probability theory, also on the availability of
tools for effective solution to specific tasks related to the selection of portfolio.

This instrument can be for instance an appropriately selected software.

Mathematically, these tasks are mainly of convex quadratic programming,

which can be solved algebraically or numerically. In this paper, we use the R
language in the implementation process of algebraic solution to the problem

of optimal portfolio construction.
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1 Uvod

Pri  konStrukcii optimdlneho portfélia sa nevyhneme vyuZitiu
matematicko-Statistickych néstrojov, ktorymi st najmaé: linearna algebra,
korela¢néd analyza a teodria pravdepodobnosti. Vel'mi dolezitd je ale aj
existencia nastrojov na efektivne rieSenie konkrétnych uloh vyberu
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portfolia. Jednou z mozZnosti je pouzitie dostupného softvérového
prostredia. Z matematického hladiska st Ulohy suvisiace s tvorbou
efektivneho portfélia prevazne ulohami konvexného kvadratického
programovania, ktoré mozno rieSit’ algebricky, resp. numericky. Na
zaver poukazeme aj na moznost vyuzitia softvéru pri implementacii
algebrického postupu rieSenia daného problému a poukazeme na jeho
vyhody pri rieSeni praktickej tlohy vyberu portfélia.

2 Rozptylové miery rizika portfolia

Optimalne zostavené portfolio méze byt menej rizikové v porovnani s ri-
zikom jednotlivych aktiv, ktoré uvazované portfélio tvoria. Zo vztahu pre
vypocet oCakavaneho vynosu portfolia 7, - tvoren¢ho dvoma aktivami 4 a B
s ocakdvanymi vynosmir, ar,.

FpONf =W.I, + Wy Ty (1)

a vztahu na vypodet rozptylu vynosov o~ (FPOW ) tohto portfdlia

o’ (FW”\) =Wl .o+ W, .05+ 2WW,.0,.05.0 . Q)

je zrejmé, ze riziko (na rozdiel od ocakdvaného vynosu), nie je prie-
merom rizik jednotlivych aktiv portfélia. Idedlnou investiciou je teda
portfolio zostavené z aktiv, ktoré maju zaporne korelované vynosy. Pri
va¢Som mnozstve aktiv, ktoré tvoria portfolio, a pri ¢lenitejSom rozde-
leni pravdepodobnosti nie je na prvy pohlad jasné, ¢i a ako su vynosy
aktiv navzdjom korelované. Zrejmé ale je, Ze tak ako sa vypocita riziko
jedného aktiva prostrednictvom $tandardnej odchylky, rovnako sa pros-
trednictvom Standardnej odchylky vypocita aj riziko portfolia viacerych
aktiv. Cim viac st vynosy jednotlivych aktiv korelované zaporne, tym
bude riziko portfélia mensie. Analytickym néstrojom na meranie tenden-
cie pohybu dvoch nahodnych veli¢in, v tomto pripade vynosov riziko-
vych aktiv, je korela¢ny koeficient

o cov(r}) .

0,0;
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ktory je symetricky a nadobuda hodnoty z intervalu <—1;1>, pricom nu-
lovy korela¢ny koeficient vypoveda o tom, ze ndhodné veli¢iny nie su
korelované.

Predpokladajme, Ze existuje » rizikovych aktiv. Nech kazd¢ rizikové akti-
vum £ je opisan€ jeho ndhodnym vynosom r,, ktoré¢ho ofakdvana hodnota je
E (7, ), a $tandardné odchylka je o (7, ), kde k = 1,2...,n. Ak investor investuje
zo svojho bohatstva podiel w, do aktiva k, potom pre oakdvany vynos port-
folia dostaneme

E(Foy )= Epory = Zwk E(r;)=w"-E, 4)

kde E je n-rozmerny vektor o¢akavanych vynosov jednotlivych aktiv. Pre
rozptyl vynosov tohto portfolia plati

— T
T Ty ) = Oy =97 Cow, )
kde C je kovariancnd matica definovana takto
o, 0, .. O,
C _ 021 022 0211
Onl OnZ 011n

D4 sa ukazat, Ze ¢im viac aktiv bude tvorit’ portfélio, tym mensi
bude rozptyl vynosov portfolia, priCom sa tento rozptyl bude pribliZzo-
vat’ k priemernej kovariancii aktiv. Z toho vyplyva, Ze riziko portfolia
sa skladd z dvoch casti. Jedna cast’ su rozptyly jednotlivych aktiv, ich
hodnota rastom poctu aktiv v portféliu konverguje k nule. Druhé Cast’ je
castou kovariancnych ¢lenov, ktorej hodnota rastom poctu ¢lenov kon-
verguje k priemernej kovariancii. Cast rizika je teda mozné znizit, ale
len po urcitt hranicu.

3 KonStrukcia efektivnej mnoziny portfolii

Predpokladajme, Ze na trhu cennych papierov existuju tri aktiva, kto-
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ré chceme zaradit’ do svojho portfdlia, pricom chceme, aby portfolio

dosiahlo o¢akavany vynos na stanovenej urovni E,

ortf ?

samozrejme, pri

minimalnom rozptyle vynosov vytvoreného portfolia (uvadza tiez [3]).
Charakteristiky tychto aktiv su v nasledujtcich tabul’kéach.

Tab. ¢. 1
Charakteristiky aktiv trhu cennych papierov

AKTIVUM ocakdvany vynos Standardnd odchylka
dlhopisy 0,020 0,10
pokladniéné poukdzky 0,005 0,04
akcie 0,075 0,16

Tab. ¢. 2

Korela¢né koeficienty

AKTIVUM pokladnicné poukdazky akcie
dlhopisy 0,53 -0,17
pokladniéné poukdzky 1,00 0,08
akcie 0,08 1,00

To znamend, ze E = (E, E,, E3)T aw=(w,w, W3)T, kde w, je podiel
dlhopisov v portfoliu, w, je podiel pokladni¢nych poukazok v portfoliu a w,
je podiel akcii v portfdliu. Prvky cov(r,7; ) kovarian¢nej matice C dostane-
me vyuzitim zndmych korela¢nych koeficientov o, a Standardnych odchylok
o,,0;z0 vztahu

”i””j)

0,0,

p, - cov(

V stlade s Markowitzovou tedriou optimalizujeme vyber portfolia s naj-
mensim moznym rizikom pri vopred stanovenom vynose [2]. Teda rieSime
minimaliza¢na tlohu

. 2 T
mino,, =w Cw

s ohrani¢eniami (podmienkami):

Podmienka 1: w,tw, +tw, = 1

Podmienka 2: Ew +Ew,+Ew =FE

porif
Prva podmienka znamena, ze sucet podielov jednotlivych aktiv sa rovna
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jednej, a druha suvisi s poziadavkou konkrétneho o¢akédvaného vynosu kon-
Struovaného portfolia.

Ak by sme uvazovali portfélio tvorené akoukol'vek kombinaciou cen-
nych papierov z tab. ¢. 1 (aj takych, ktoré by 100 percentnym podielom
tvoril iba jeden druh zo zvolenych cennych papierov), tak vzt'ah medzi
ocakavanym vynosom takychto portfolii a rozptylom tychto vynosov (=
riziko portfolia), by sme mohli zobrazit’ podla obr. ¢. 1. Teda je zrejmé,
ze pri rovnakom rozptyle vynosov, t. j. pri rovnakom riziku, je mozné si
vybrat’ viacero portfolii s réznymi o¢akdvanymi vynosmi a je teda priro-
dzené vybrat’ si portfélio, ktoré je na kazdej kolmici na os x najvyssie.
D4 sa ukézat’, ze portfolia, ktoré pri rovnakom riziku prindsaji najvyssi
ocakavany vynos, lezia na parabole, ktorej Cast’ je aj ,,obalom* portfolii
na obr. ¢. 1, podl'a [5]. Vrchol tejto paraboly je bodom s globdlne mi-
nimalnym rozptylom, ale, samozrejme, aj s nizkym vynosom (nie vSak

A4

$ najniz$§im moznym).

Obr. ¢. 1
Pripustna mnoZzina portfélii (rozptyl — vynos)
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rozptyl vynosov portfolia
Ak by sme rozptyl nahradili jeho druhou odmocninou, tak ,,obal'ujica*

krivka, teda mnozina portfolii s najvy$sim o¢akavanym vynosom pri konkrét-
nej vyske rizika, bude hyperbola (obr. ¢. 2), podla [5].
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Obr. ¢. 2
Pripustna mnoZina portfélii (Standardna odchylka — vynos)
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Standardna odchylka vinosov portfolia
4 Vyber portfélia s vybranym o¢akavanym vynosom v jazyku R

R je volne dostupny jazyk (ziskat mozno z [6]), pouzivany najmid v
akademickej a vedeckej sfére. V akademickej sfére a siCasne v aktuarskej oblasti
(poistno-matematické metddy zahfiiajuce okrem iného aj analyzu finan¢nych
trhov) rozvoj vyznamne podporuje napr. Univerzita Heriot-Watt v Edinburghu.
Ide o programovaci jazyk Specializovany predovsetkym na sofistikované
Statistické vypocty. V Standardnej verzii, resp. v podpornych balickoch (add-
packages), je implementované vel'ké mnozstvo pokrocilych funkcii, ktoré
moze aktuar pri svojich analyzach vyuzit. Nemenej dolezitd ulohu v tomto
programe zohrava vel'mi precizne prepracovany vystup s bohatou ponukou 2D
aj 3D grafov, ktoré mézeme lI'ubovolne d’alej upravovat’ (pridavat’ popisky,
menit’ farby, vzhlad, velkost...). Samozrejmostou je aj moznost' vytvarat
vlastné funkcie a skripty. R sa m6Ze navySe pouzit’ na vypocty diferencidlneho,
integralneho a maticového poctu, na pracu s vektormi, rieSenie systému
linedrnych rovnic a pod. (viac informacii je napr. v [4] a [5]).

RieSme pomocou jazyka R optimaliza¢nti tlohu formulovanu v bode 3.
Nizsie uvadzame ad hoc napisany program (zdrojovy kod) .

E<- ¢(0.02,0.005,0.075)
SD<-c(0.1,0.04,0.16)
RO1<-c(0.53,1.00,0.08)
RO2<-c(-0.17,0.08,1.00)
Ep<-3.5

C<-
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matrix(c(SD[1]*SD[1],SD[1]*SD[2]*RO1[1],SD[1]*SD]
3]*RO2[1],SD[1]*SD[2]*RO1[1],SD[2]*SD[2],SD[2]*SD
[3]*RO2[2],SD[1]*SD[3]*R0O2[1],SD[2]*SD[3]*RO1[3],
SD[3]1*SD[3]),3,3)

vEp<-c(Ep,1)

MEp<-cbind(VEp)

e<-c(1,1,1)

EeT<-rbind(E,e)

Ee<-cbind(E,e)

iC<-solve(C)

Al<-EeT%*%iC

A<-Al%*%Ee

wl<-iC%*%Ee

w2<-wl%*%solve(A)

w<-w2%*3MEp

K<-E%*3w

a<-A[1l,1]

b<-A[1,2]

c<-A[2,2]

EG<-b/c

sigma2g<-1/c

if(round(sum(w)) == 1 & round(K[1l,1],3)==Ep)
cat(“OK”) else cat(“FALSE")

VEG<-c (EG, 1)

MEG<-cbind(VEG)

WG<-w2%*3MEG

Potom rieSenie — vektor vah s globalne minimalnym rozptylom ziskame
po zadani premennej wG, vektor vah pre konstantnu Groven £ (W) a rov-
nako napriklad kovarian¢nu maticu C (C), resp. inverzna kovarian¢nti maticu
(iC). Vysledné rieSenie uvadza tab. €. 3.

Tab. ¢. 3
Vysledné riesenie analyzy
AKTIVUM w wakE =35
dlhopisy -0,05336241 45,88370
pokladniéné poukdzky 1,01944644 -84,98005
akcie 0,03391596 40,09635
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Vektor w je stipcovy vektor zloziek w,, w,, a w,, oznaCujucich vahy (alebo
podiely), ktoré investor viaze k i-temu aktivu v portféliu (ich sucet je teda sa-
mozrejme 1). Podl'a vysledkov v tab. €. 3 investor dosiahne stanoveny vynos,
ak uskuto¢ni kratky predaj dlhopisu v uvedenom podiele (0,05336241). Prave
zaporné znamienko hovori o kratkom predaji. Povodné prostriedky, a tie, kto-
ré vzidu z kratkeho predaja, potom investor vyuZzije na nakup pokladni¢nych
poukézok a akcii v podieloch uvedenych v druhom stipci tab. &. 3.

5 Zaver

Vystup pouzivatel dostane obratom po vloZeni zdrojového kodu do
konzoly jazyka R. Meniacimi parametrami su vstupné hodnoty podla
tab. ¢. 1 a tab. ¢. 2 (zlozky vektora, v kdde st vyznacené polotucne). Je
zrejmé, ze konsStantnu hodnotu E . je potrebné zvolit’ obozretne v kontexte
s analyzovanym portfoliom. Z metodologického hl'adiska je vyhoda pouzitia
jazyka R najmi v jednoznacnosti zaddvania vstupov, teda pouzivatel' vie
pomocou prikazov v zdrojovom kode sledovat’ postup rieSenia, kym pri
vyuziti napriklad MS Excel by vystup pracovného harka (printscreen)
musel byt doplneny podrobnymi komentarmi. Aj tato vyhoda robi z jazyka
R vhodny riesitel'sky nastroj v akademickej sfére pri tvorbe napr. rieSenych
prikladov aj v off-line forme. Je potrebné vSak uviest, Ze pre linearne aj
konvexné programovanie okrem Standardného rozhrania je mozné do jazyka
R doins$talovat’ doplnkové balicky (napr. 1pSolve, Rmosek), resp. pre
konkrétne analyzy portfolia sa vyuzivaju rézne kniznice, napr. Portfolio
Analytics. Tieto oblasti vSak v prispevku nerozoberame — jazyk R je tu
len vypoctovym prostredim. Uvedené rieSenie je vhodné ako ukdzka pre tivod
do optimalizacie alebo numerickych vypoctov v programe R v kontexte
Specifickej analyzy portfolia.
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